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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 
комиании Соо§1е в рамках проекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прогало достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских прав на эту книгу истек, и она перешла в свободный 
доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские права или срок действия авторских прав 
истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осугцествляется по-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 
это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а такж:е к знаниям, которые часто трудно найти. 

В этом файле сохранятся все пометки, примечания п другие записи, сугцествуюгцие в оригинальном издании, как напоминание 
о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1е гордится тем, что сотрудничает с библиотеками, чтобы перевести книги, перешедшие в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, иринадлеж:ат обгцеству, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы предприняли некоторые действия, иредотврагцающие коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 

Мы такясе просим Вас о следуюгцем. 

• Не используйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех пользователей, поэтому используйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Не отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматические запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем машинного 
перевода, оптического распознавания символов пли других областей, где доступ к большому количеству текста моясет 
оказаться полезным, свяясптесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каясдом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он позволяет пользователям узнать об этом проекте и помогает им найти 
дополнительные материалы при помогцп программы Попек книг Ооо§1е. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы используйте, не забудьте проверить законность своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга перешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
использовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
поэтому нет единых правил, иозволяюгцих определить, моясно ли в определенном случае использовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее моясно использовать как угодно и где угодно. 
Наказание за нарушение авторских прав моясет быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Соо§1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Программа Поиск книг Соо§1е помогает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 



Полнотекстовый поиск по этой книге моясно выполнить на странице ]1"Ь"Ьр: //Ъоокз.§оо§1е.сот/ 
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ВВЕДЕН1Е, 

Въ 1797 году Ольберсъ въ своемъ знаменитомъ сочинен1и „АЬЬапй- 
1ип^ йЬег Не 1е1сЬ^е81е ппй Ьедиетзке МеЛойе Й1е ВаЬп ешез Соте^еп 
аиз е1п1^еп ВеоЬасЫип§'еп ги ЬегесЬпеп" далъ способъ для вычисленхя 
параболическихъ орбитъ кометъ. Идея этого способа заключается вкратц-Ь 
въ сл-Ьдующемъ: подставивъ геоцентрическ1я координаты кометы и солнца 
въ выражен1я для гел1оцентрическихъ рад1усовъ векторовъ кометы въ мо- 
менты перваго и третьяго наблюден1й, получимъ выражен1я рад1усовъ 
векторовъ въ функц1и отъ полученныхъ по даннымъ наблюден1й широтъ 
и долготъ крайнихъ положен1й кометы и соотв'Ьтственныхъ геоцентриче- 
скихъ разстоян1й кометы. ЗатЬмъ выражаемъ хорду, соединяющую два 
крайнихъ иоложен1я кометы на ея параболической орбигЬ, въ функщи 
тЬхъ же самыхъ геоцентрическихъ разстоян1й. Такимъ образомъ мы по- 
лучимъ три уравнен1я съ пятъю неизв'Ьстными, а именно: двумя радтусами 
векторами, хордой и двумя геоцентрическими разстоян1ями кометы. Но, такъ 
какъ движен1е кометы происходить въ плоскости, проходящей черезъ 
центръ солнца, то мы получимъ еще одно соотношенхе между двумя край- 
ними геоцентрическими разстоян1ями кометы, содержащее данныя трехъ 
ыолныхъ наблюден1й; наконецъ, изъ услов1я, что комета движется по пара- 
бол-Ь, мы получимъ такъ называемое уравнеше Эйлера, выражающее 
зависимость между двумя крайними рад1усами векторами, хордой, соеди- 
няющей крайн1я положен1я кометы и промежутке мъ времени между край- 
ними наблюден1ями кометы. Изъ полученныхъ пяти уравнешй опред-Ь- 
ляемъ неизв1^стныя, которыя въ связи съ наблюденными угловыми коор- 
динатами кометы, дадутъ намъ возможность определить элементы парабо- 
лической орбиты кометы. 

Система пяти уравнешй съ пятью неизвестными, отъ решенхя ко- 
торой зависитъ р-Ьшенхе задачи о вычисленш элементовъ орбиты кометы, 
настолько сложна, что можетъ быть решена только пробами. Такой путь 
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число положительныхъ корней котораго даетъ число р-Ьшенхй задачи объ 
опред'Ьленш параболической орбиты кометы по способу Ольберса. На стра- 
ниц* 309 выше упомянутаго сочинен1я Оппольцеръ приводить результаты 
изсл1\дован1я этого уравнен1я. Бол-Ье детальное изсл'Ьдован1е о числ'Ь по- 
ложительныхъ корней предыдущаго уравнения произведено Оппольцеромъ 
въ 811;2ип§^8ЬепсЬ(;е йег Ка18егИсЬеп Акайетте йег \У188еп8сЬаЙ,еп (Вапй 
ЬХХХУ!. 1882. \У1еп) на страницахъ 885-892 въ стать-Ь „ПеЬег (11е Кп- 
^-епеп йеа УогЬап(1еп8е1П8 (1ге1ег ЬОзип^еп Ье1 йега Коте1:епргоЫете". Ио- 
сл'Ьднее изсл'Ьдован1е привело Оппольцера къ заключен1Ю, что предыдущее 
уравнен1е можетъ им-Ьгь не бол-Ье четырехъ д'Ьйствительныхъ корней, изъ ко- 
торыхъ нечетное число (одинъ или три) корней могутъ быть положительными; 
поэтому задача о вычислен1и параболическихъ орбитъ по способу Ольберса 
можепэ им'Ьть или три р'Ьшентя, или одно р-Ьшеше. Въ упомянутомъ выше 
курс* Оппольцеръ приводить прим'Ьръ вычислен1я по тремъ наблюдешямъ 
параболической орбиты фиктивной кометы (координаты кометы и земли 
придуманы авторомъ для трехъ моментовъ), при чемъ для этой кометы 
получаются три различныя параболическ1я орбиты. Вскор'Ь изсл'Ьдовашя 
Оппольцера оправдались при вычислен1и параболической орбиты действи- 
тельной кометы. Оппенгеймъ вычислилъ по тремъ наблюден1ямъ (Зопга 



р-Ьшешл предыдущей системы уравненШ не могъ бы привести ни къ ка- р| 
кимъ недоразум'Ьн1ямъ, если бы неизв'Ьстныя изъ этой системы уравнен1й ^^ 
опред'Ьлялись однозначно. Но не трудно видеть, не производя вычислений >^ 
на самомъ д1^л'Ь, что предыдущая система уравнешй, по исключеши че- 
тырехъ неизв'Ьстныхъ, привелась бы къ одному ирращональному уравнен1ю 
съ однимъ неизв'Ьстнымъ; приведя последнее уравнен1е къ ращональному 
виду, мы получили бы уравнен1е очень высокой степени, которое, вообще 
говоря, могло бы им1^ть н'Ьсколько положительныхъ корней, изъ которыхъ ,, 
только одинъ, очевидно, соотв-Ьтствоваль бы истинной орбигЬ св'Ьтила. 
Поэтому, при р'Ьп1ен1и предыдущей системы уравненШ пробами, не мо- 
жет'ъ быть ув-Ьренности, что мы нашли корень, соотв'Ьтствующ1й истинной 
орбит^Ь кометы. ^ 

Ноздн'Ьйшхе ученые Гауссъ, Энке, Бессель и др., занимавш1еся усо- 
вершенствован1емъ способа Ольберса, не обратили вниман1я на только что 
указанный недостатокъ при р^шенхи системы уравнешй пробами. Только 
Оппольцеръ впервые въ 1882 году обратилъ внимаше на многозначность 
р^шенхя задачи о вычисленш параболическихъ орбитъ. 

Въ своемъ сочинен1и „ЬеЬгЬпсЬ йег ВаЬпЬезЬттпп^ йег Когае^еп 
ипД Папе^еп" (1 Вапб. 1882), на стр. 308 онъ вывелъ уравнен1е 
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РЫо въ СошЬга 1882. 8ер1. 17, 18, 19. А81г. МасЬг. .>6 2459) орбиту 
кометы Крульса и получилъ дв-Ь параболическихъ орбиты (Азг!. НасЬг. 
№ 2464). Оппольцеръ, прочитавъ въ Аз^г. NасЬ^. сообщен1е Оипенгейма 
о двухъ различныхъ параболическихъ орбитахъ для кометы Крульса, по- 
казалъ въ А81;г. КасЬг. № 2468, что существуетъ еще и третье р-Ьшеше 
для той же кометы, что вполн-Ь согласовалось съ теоретическими изсл-Ь- 
дован1ями Оппольцера. Въ томъ же номер* А8(;г. КасЬг. Оппольцеръ даетъ 
безъ вывода условия для существован1я трехъ р'Ьшен1Й задачи о вычи- 
слен1и параболическихъ орбитъ. Выводъ этихъ услов1й данъ Оппольцеромъ 
въ упомянутой уже стать*: „ПеЬег (Не Кп1;епеп...." 

Н. Герцъ въ своей стать* „ПеЬег (11е Мб§11сЬке1Ь е1пег теЬгГасЬеп 
ВаЬпЬе8^1ттип^ аиз йге! ^еосеп1;п8сЬеп ВеоЬасЬкип^^еп** (ЗИгип^^зЬег. йег 
К. Ака(1ега1е Лег Шззепзс!!. Вапй ЬХХХУ!, стр. 1125) пишетъ: 

... Ез 181 Ьетегкепзд^егик (Зазз йаз РгоЫет йег ВаЬпЬезйттипй' 
ип1:ег йег АппаЬте ешег рагаЬо11сЬеп ВаЬп (е=1) вше ойег йт уегзсЫе- 
Лепе Ьбзип^^еп 2и1а8з1, №г ^е]сЬе Орро12ег йхе ВеШп^ип^-еп ш 8112ип§'- 
«ЬепсМеп ЬХХХУ! Ей, ра^. 885 рпЬИсхгЬе, ^йЬгепй №г (11е аП^етешеге 
Ьозип^ оЬпе е1пе Ьез^гтт^е АппаЬгае йЬег (Не Ехсеп1;пс11а<: ппг (1ег Аиз- 
паЬтзГаП е1пЬге1еп капп, с1а88 ги'е^ уегзсЬ1е(1епе Е1етеп1еп8у81ете (1ег 
Сг1е1сЬ11п^ ^епИ^еп. АисЬ 1пН (1аЬе1 сНе 80П(1егЬаге ЕгзсЬехппп^ аиГ, (1а83 
(11е Ве(11п^ип§:еп Шг с1еп ег81еп, (1осЬ Ье(1еи1еп(1 е1пГас11егеп Ра11 сотрИ- 
с1г1ег 81П(1 а18 №г (]еп 2\уе11еп". 

Нельзя не согласиться съ Н. Герцомъ, что весьма удивительно, на 
первый взглядъ, что бол*е простая задача о вычислен1и параболическихъ 
орбитъ (эксцентриситет, равенъ 1) можетъ им*ть три р*шен1я, между 
гЬмъ какъ общая задача о вычислен1и орбитъ безъ всякаго ограничен1я 
относительно эксцентриситета, можетъ им*ть не бол*е двухъ р*шен1й 
(третье р*шеше соотв*тствуе'1'ъ орбит* земли). Въ конц* своей статьи 
Н. Герцъ указываетъ критерхумъ, по которому можно узнать, какая изъ 
трехъ орбитъ соогв*тствуетъ д*йствительности. Для этого надо вычислить 
разстояше кометы для средняго момента наблюден1й отъ земли по общему 
способу, безъ всякаго ограничен1я относительно эксцентриситета, и по 
способу Ольберса, тогда истинное разстоян1е кометы будетъ то, которое 
получится по обоимъ способамъ. Въ 1896 году появляется статья Ет. 
Раздихег: „8иг 1е8 зокМопз ти1ир1е8 (1и ргоЫёгае (1е8 сотёкез" (ВиНеНпз 
йе ГАса(1ёт1е гоуа1е (1е8 зс1епсе8, (1е8 1еиге8 еЬ (1е8 Ьеаих-аН;е8 йе Ве1- 
^щие. 66-гае аппёе. 3-те зепе. 1оте XXXII. 1897. ВгихеИез). Разди1ег 
въ этой стать*, сл*дуя геометрическому методу Орро12ег'а, ирим*ненному 
посл*днимъ къ опред*лен1ю числа положительныхъ корней уравнен1я 6-й 
степени въ способ* Ольберса (рз = Мр1), изсл*дуетъ вопросъ о числ* по- 
ложительныхъ корней уравнен1я 6-ой степени въ способ* Орро12ег а 
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(рз=пг + ^Р1, гд* тфО). Уравнеше 6-ой степени у Раздихег получается 
сложнее, ч*мъ у Орро12ег'а, но идея изсл'Ьдован1я та же, что и у Орро1- 
гег'а. 

Наконецъ въ 1899 году появляется статья Ь. Псагк „8иг 1а зир- 
ргв8810П йез еззахз йапз 1е са1си1 йез огЬНез ра^аЬо1^^ие8" (ВиНеИп Аз^го- 
пот^^ие. Тоте XVI. НоуетЬге 1899). Въ этой стать* авторъ, излагаетъ 
способъ Лапласа для вычисленхя орбитъ и получаетъ известное уравненхе 
8-ой степени. Вводя затЬмъ услов1е, что орбита кометы параболическая» 
авторъ получаетъ еще одно уравненхе; у полученныхъ двухъ уравнен1й 
онъ ищетъ общ1е корни и понижаетъ степень уравнен1я до 1-ой, а въ 
исключительныхъ случаяхъ до 2-ой и 3-ей. Ко всему выше сказанному 
сл4дуетъ прибавить, что еще Лежандръ въ 1806 году въ сочинен1и „N011- 
уеПез тёШойез роиг 1а йбкегтшапиоп йез огЬхкез йез сотё^ез" привелъ 
вычислен1е геоцентрическаго разстоятя кометы въ моментъ средняго на- 
блюден1Я для параболической орбиты къ р*шен1ю уравнен1я 3-ей степени. 
Въ томъ же сочинен1и Лежандръ изсл*дуетъ геометрически вопросъ о 
числ4 положительныхъ корней уравнен1я 6-ой степени при вычислении 
параболическихъ орбитъ и приходить къ заключен1Ю, что это уравнен1е 
не можетъ имйть бол-Ье одного положительнаго корня, что противор-Ьчить 
изсл*дован1ямъ Оррокег'а. 

Интересъ, который представляетъ вопросъ о числ* возможныхъ р-Ь- 
шен1й при вычислен1и параболическихъ орбитъ, какъ въ теоретическомъ, 
такъ и въ практическомъ отношен1И, а также противор'Ьчивые результаты 
изсл*дован1Й Лежандра и Оппольцера, побудили насъ заняться выше упо- 
мянутой задачей, къ р1Ьшен1ю которой мы теперь и перейдемъ. 
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I. 

Выводъ приближеннаго разр-Ьшающаго уравнен1Я для опред'Ьлен1я 
геоцентрическаго разстоян1я кометы. 

Какъ известно задача о вычислении геоцентрическихъ или гелюцен- 
трическихъ разстоян1й кометы, движущейся по парабол*, приводится къ 
р-Ьшенш следующей системы четырехъ уравнен1й съ четырьмя неизв-Ьст- 
ными *): 

г? = (р1 — 2?, €08 1^1)2 + Е^ 8т^ ф 

г| = ( Л/р, — Вз <^08 фз)^ + л? ^^^^ ^8 ' 

(1) 
^2 = (Ар^ — д С08 9)2 -\- д^ 8гп^ ф, 

гд']^ г^ и гз гел1оцентрическ1я разстоян1я кометы для моментовъ крайнихъ 
наблюдений, рх — геоцентрическое разстоянхе кометы въ моментъ перваго 
наблюдвН1я, 31 величина нулеваго порядка, изв^^стная съ точностью до 
величинъ перваго порядка включительно и отличающаяся отъ 1 на вели- 
чину перваго порядка 2), если за малыя величины перваго порядка при- 
мемъ промежутки времени между наблюден1ями. Ег и из суть гелюцен- 
трическ1е радхусы векторы земли въ моменты крайнихъ наблюден1й, *;— Гаус- 
сова постоянная, (1 и (^ — моменты крайнихъ наблюденхй, 5— хорда, соеди- 
няющая крайшя положешя кометы, а со5ф,, 8гп^1у со8^^, згп^^ удовде- 
творяютъ уравнен1ямъ з) 



*) Оррокег. ЬеЬгЪисЬ йег ВаЬпЪезиттип^ (1ег Котекеп ип(1 Р1апе1:еп. В(1. 
I. 1882. ра^. 291, 292. 

*) См. тамь же ра§. 281), 281 
') См. тамъ же. 
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С08 ^х=^С08 р, С08 (А] — ^1), С08 фз = С08 рз С08 (>з ^ 1^з)» 

С08 Р^ 8171 ф1 = ('05 р^ 8гП (к\ — 1^\), С08 Р^ 8171 ^.^:=С08 рз 8171 (Хз — ^з)* ('^) 

5гМ Р^ 8171 *]^ ^=18171 Р^ , 8171 Рд 5Ш <];з=5гП Рз , 

при чемъ ^1, Хз, р1, рз суть геоцентрическ1я долготы и широты кометы 
въ моменты крайнихъ наблюден1й, Ьу, Ь-^ — гелюцентричесшя долготы 
земли въ тЬ же моменты времени. Положимъ теперь для краткости 

д 8171 о = Е^ 8гп Ь^ — Д 1 8гп Ь^ 

(3) 

дС08в = ^2з С08 1уз — И1 С08 Ь^ . 

Возвышая предыдущ1я уравнен1я въ квадрагь и складывая результаты, 
получимъ 

^2 = д§ _|. д? - 2723 Ву С08 (2.3 — ^1). 

откуда заключаемъ, что д есть хорда, соединяющая крайн1я иоложен1я 
земли. Выражен1е для д^ можно представить въ сл'Ьдующемъ вид'Ь 

д^ = (Е^ - 221)2 + 4723 В, 8гп^ -1 (^з - ^^); 

такъ какъ, вообш.е говоря, Е^ — 72^ и Ь^ 2>1 суть малыя величины пер- 
ваго порядка, то д^ есть величина второго порядка, а д величина перваго 
порядка. Постоянный ^^ я Н определяются изъ уравнен1й ^) 

С08 (р = С05 С С08 (& — Н) 
8171 ^С08^^= С08 С 8гп (О — П) (4) 

8171 Ср 8171 Ц = 8171 ч 

кС08^С08(Н — Хз) = 31 С08^г^— С08(к^ — 1^)С08^1 

ксо8^8г71(Н — Хз) = 5ш(Хз — ХОсо^Р^ (5) 

А Згп ^ = М81П Рз — 8171 р. 

Возвышая уравнен1я (5) въ квадрагь и складывая результаты, по- 
лучимъ 

}1^=\-\-М'^ — 2ЖЫп р, 8171 рз + <^08 р| С08 рз С08 ( Хд — Х,)\ » 



*) Орро12ег. ЬеЬгЬисЬ (1ег ВаЬпЬезиттип^ (1ег Коте1:еп ип(1 Р1апс(еп. Вс1. 
I. 1882. ра^. 290. 
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или 

А2 = (1 _ Ж)2 4- 4Ж [згп^ -^ (Рз - р1 ) + С05 (^, соь- рз 8гп^ ^ (^з - > 1 )] . 

Такъ какъ 1 — М, рз — ?1 ^ Аз — Хз ерь величины перваго порядка, то 
Л2 есть величина второго иорядка, а А есть величина перваго порядка. 
Крон* того зам-Ьтимъ, что по смыслу задачи Ь я д суть положительный 
величины, а углы ^, фх и ^^ заключены въ пред'Ьлахъ 0^ и 180^. 
Перейдемъ теперь къ уравнен1Ю Эйлера 

-?. _^ 

ЗТ2 = {г, + П-{-8)^ — {г, + Гз - 8)\ 

гд-Ь для краткости мы положили 

при этомъ въ правой части уравнен1я Эйлера удержанъ только знакъ — , 
такъ какъ при первоначальном ь опред'Ьленш орбиты мы предполагаемъ, 
что гелюцентрическое движен1е кометы въ промежутокъ времени, про- 
текш1й между третьимъ и первымъ наблюден1ями. меньше 180^. Выше 
приведенное уравнен1е Эйлера вполн-Ь точно Если бы мы вставили въ 
предыдущее уравнен1е вместо г,, гз и 5 ихъ значен1я изъ уравнен1й (1) 
въ зависимости отъ р1, то мы получили бы иррацюнальное уравненге съ 
однимъ только неизв-Ьстнымъ р1 . Если бы мы уничтожили въ полученномъ 
уравнен1и иррацюнальность, то мы получили бы уравнен1е очень высокой 
степени, опред'Ьлить число положительныхъ корней котораго было бы 
весьма затруднительно, поэтому отъ такого способа р1^шен1я системы 
уравнен1й (1) мы принуждены отказаться. Кром1\ того при уничтоженш 
въ уравнен1и иррац1ональности, мы могли бы ввести въ окончательное 
уравнен1е посторопнге корни, не удовлетворяющ1е первоначальному урав- 
нешю, а потому мы усложнили бы себЁ и безъ того трудную задачу, по- 
этому огь такого способа р-Ьшеяхя системы уравнен1Й (1) надо отказаться 
и по этой причин-Ь. Остается другой путь р'Ьшен1я системы уравнен1Й ( 1), 
который приведетъ насъ къ ц'Ьли, а именно путь приближенный. Вм'Ьсто 
точнаго уравнен1я Эйлера мы возьмемъ уравненге, которое мало отъ него 
отличается. Для этого представимъ уравнен1е Эйлера въ вид'Ь 



зам-Ьтимъ, что 5< ^1 + ^31 и разложимъ оба члена правой части преды- 
дущего уравнен1я въ ряды по степенямъ - •• тогда посл-Ь преобразо- 
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ван1Й получимъ 

ЗТ2 35 1 5^ 



3^ 

(п 4-^3)2 



П + ^з 8 (П+^з)^ 



+ 



Если промежутокъ времени между крайними наблюден1ями есть малая 
величина перваго порядка, то 5 также малая величина аерваго порядка, 
поэтому, отбрасывая въ предыдущемъ уравнен1и малыя величины третьяго 
порядка, получимъ ») 

.= -^- (6) 

^г, + ^3 

Уравнеше (6) и есть приближенное уравнеше Эйлера, точное до членовъ 
второго порядка включительно. Это уравнен1е значительно проще точнаго 
уравнен1я Эйлера, но и въ этомъ уравнен1и мы не можемъ подставить 
точный значен1я г^ и г^ изъ уравнен1Й (1), такъ какъ посл-Ь такой .под- 
становки мы ввели бы въ уравнен1в (6) еще два радикала, а потому 
поел* приведен1я уравнен1я къ рацюнальному виду мы получили бы 
сложное уравнен1е двенадцатой степени, изсл-Ьдовать свойства корней ко- 
тораго было бы весьма трудно. Поэтому въ уравнен1и (6) мы должны 
вычислить ]/г1-{-г^ съ точностью по крайней м^Ьр* до величинъ перваго 
порядка включительно, такъ какъ тогда полученное уравненге будетъ отли- 
чаться отъ точнаго уравнеп1я Эйлера на малыя величины третьяго по- 
рядка. Въ самомъ д-Ьл*, пусть 



У^гг + гз = 1/Г4- е^ 

гд^Ь А приближенное значеше Г|-(-гз, а е величина второго порядка, тогда 
уравнен1е (6) приметь видъ 

5 ]/А -[- е = 12 , 

или 

^_ 

2 



.,/л (■ + -•-.)'=,>, 



но такъ какъ -^ малал величина второго порядка, то мы можемъ написать 



Уз(. + 1'- + ...) = 



М Ои 8ё]оиг, Тга1(;е апа1у1;1дие йея тоиуетепз аррагепя с1е8 согрз сё1е- 
1;ез. I. II. рр, 274—275. 
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Отбрасывая въ посл'Ьднемъ уравнвн1и членъ — -р= и вс* члены за нимъ. 

'2\ А 

сл^Ьдующте, мы сд^лаемь ошибку третьяго порядка; поел* этого мы полу- 
чимъ __ 

8}/А = 1,^. (7) 

Найдемъ теперь А ^). Для этого зам'Ьтимъ, что 

откуда находимъ 

или 

П + ^3 = \^Ш'^ ^з) - (гз - г,)\ . (8) 

Если обозначимъ черезъ ^ь ^2 и ^з моменты трехъ наблюден1й ко- 
меты и черезъ Гг гел10центрическ1й рад1усъ векторъ кометы, соотв-Ьт- 
ствующ1й моменту ^2 1 то найдемъ 

П^'-г — (^2 — ^1)т?+ 



^3 = ^2 + ^^3 — ^2)^+ 

Гз — Г1 = (^3 — ^) ^^-Н ' 

следовательно разность г^ — г^ есть малая величина перваго порядка. Фор- 
мулу (8) мы можемъ переписать сл1^дующимъ образомъ: 

_1_ 

^^^ — ^^? 12 



'•■ + " = ^2М + ^')['--^Ш^ 



ИЛИ, такъ какъ ^ .34 малая величина второго порядка, 



*) См. Са11ап(1геаи. Арег(,П1 (1е8 тёи1ос1ей... рр. 24, 40. 

ДУ. 01Ьвг8. АЪЬап(11ип§ йЪег сИе 1е1сЬ(;е81;р ип(1 Ъе^иет8^;е Ме1110(1в... 
рр. 47, 48. 
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Взявъ для суммы г^+гз выражен1е 

^1 + ^3 = »/2(гг + 4) = Л, (9) 

мы сд'Ьлавмъ ошибку второго порядка. 

Вставивъ въ формулу (9) значентя гу и г| изъ уравнешй (1), полу- 
чимъ 

Г1 + гз = |/ 2 |/'а? р1 — 261 р1 + ^1 , (10) 

гд* 

Ь^ = Ех С08 ^^ + ЛЕ^ со8^^, (1 1 ) 

(^, = Е1 + Е1 

Надо зам1^тить, что Ж точно до членовъ перваго порядка включительно, 
а иотому выражей1е (10) для суммы г1-|-гз=^ точно до членовъ перваго 
порядка включительно. 

Орро12ег полагаегь 

что точно вообще только до велнчияъ перваш порядка исключительно, 
поэтому такое положен1е правильно, но мен-Ье точно, ч'Ьмъ предыдущее. 
Возвысимъ теперь уравнение (7) въ квадрать, тогда получимъ 

,^2А=х2, (12) 

которое точно до величинъ третьяго порядка включительно. Уравнен1е 
(12) не будетъ им'Ьть д'Ьйствительныхъ корней, чуждыхъ уравнен1ю (7). 
Действительно уравнен1е (12) можно написать такъ: 

{8\/Л--т^)(8\/Л + ':2) = 0; 
корни, чуждые уравнеи1ю (7), могутъ принадлежать только уравненш 

лУ1 + т, = 0, 

а последнее уравнен1е д'Ьйствительныхъ корней не можетъ им4ть, такъ 
какъ 8]/^ и 12 суть существенно положительный величины, а потому 
сумма ихъ не можетъ обратиться въ нуль для д-Ьйствительныхъ зиачен1й 
рх. черезъ которое выражаются 8 и А. 

Подставивъ въ уравнеше (12) вм'Ьсто А'=Г1-\-г^ его значен1е изъ 
(10), а вместо 8^ его значеше изъ уравнен1Й (1), получимъ уравнеше 



|/2 (Л2 р^ — 2кдрх С08 ^ + д^) \/ а\ р? -26, рх + с? = т| . (13) 
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Оррокег полагаетъ 

^2 = (Ар2 — дсо8(()^-\- д^ згп^ (р, (14) 

следовательно онъ аолагаетъ р1=р2 и потому д^лаетъ ари вычислвн1и р1 
ошибку перваго порядка, такъ какъ 



Р1 = Р2--(^2-^1)^' + - 



йг 



Полагая 



^Р2_. 



{Ч — к)-^ = ^. р1=Р2 — а 



и подставляя посл-Ьдкее значенхе р1 въ третье изъ уравнен1й (1), получимъ 

^2 = (Ар2 — д С08 ср)2 — 2Ла ( Ар2 — д сов ф) -\-1}Ь} -\- д^ згп^ (р. 

Такъ какъ кпд суть величины перваго порядка, то, отбрасывая въ пре- 
дыдущемъ уравнен1и члены, содержащте а, мы сд-Ьлаемъ ошибку не ниже 
третьяго порядка, а потому и въ этомъ случа* Орро12ег поступаетъ вполн'Ь 
законно, хотя и вводить излишнюю неточность въ уравненхе (13) и полу- 
чаетъ разрешающее уравнен1е, точное только до членовъ второго порядка 
включительно. Мы же сохранили въ уравнен1и (13) р[, такъ какъ это 
(или Рз) есть глат^ное неизвестное задачи при вычислен1и параболическихъ 
орбитъ, при чемъ уравненге (13) точно до членовъ третьяго порядка вклю- 
чительно. 

Степени точности разрешающего уравнен1я Оррокег не изследуетъ. 
Онъ только говорить въ „ЬеЬгЬисЬ... ВД. I, ра^. 308": „11т Ле с11е8Ье- 
гй^ИсЬе 11п1;ег8исЬип^ шб^ИсЬз^ ги ег1е1сЫ:егп, зоИеп ш йен Ье1гейГеп(1еп 
Сг1е1сЬип^еп ^епе УегешГасЬип^еп еш§"е№Ьг1: \^ег(1еп, й1е 2и11а881§- 8шй, 
зокп^-е Ргойис^: ^иа(^^а^ йег шИ йег Сопа^ап^е (1е8 8оппеп8у8(1ет8 ши1и- 
р11С1г^еп 2т^с\1еп7,елЬ т (Не пе§:а1;1Уе йп^е Рокепг йез Ка(1ш8Уес1^^ог8, е1пе 
та881ё^е Сггб88е Ъ1е1Ы". 

Далее Оррокег безъ вывода даетъ зависимость между хордой д, сое- 
диняющей крайшя положен1я земли, и промежуткомъ времени ^з— ^1-Вы- 
ведемъ теперь эту зависимость и укажемъ степень ея точности. Намъ 

известно, что 

д^=(Х,-ХгГ + (Т,-У,У, (15> 

Хз, Уз» ^1у ^1 суть гел10центрическ1я координаты крайнихъ положешй 
земли, при чемъ за плоскость ХУ принята плоскость орбиты земли. Раз- 
лагая въ ряды эти координаты и отбрасывая члены выше второго порядка 
получимъ 
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^2 

а1 



I 1 кЩ,-Щ ЛХ, 

^'- V - 2 Щ ]^2 + ^«3-<2) -^' 

гд* Хг, Гз суть координаты аоложен1я земли въ моментъ времени ^г- 
Подставивъ предыдущ1я выражен1я координатъ въ формулу для д'^^, по- 
лучимъ 

9' = I 2^.:, [«2 - <1)2 - (^3 - *2)'] ^2 + (<3 " ^1) ^^ [ + 

Отбрасывая въ предыдущемъ выраженш для д^ члены выше второго по- 
рядка, получимъ 

'-<'.-'.)'[ея+Г1)']- 

при чемъ нами отброшенъ между прочимъ членъ третьяго порядка 
Но интегралъ живыхъ силъ намъ даетъ 

гд-Ь большая полуось земной орбиты нринята за единицу. Подставивъ это 
значеше 

\Ж) ' \(И') 

въ уравнеше (16), полупим ь 



ИЛИ 



4 \Е2 1 



(17) 
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при чемъ последнее значенхе для д'^ точно только до членовъ второго 
порядка включительно. 

Зам4тимъ зд'Ьсь кстати, что подобно предыдущему для параболиче- 
ской орбиты кометы получимъ 



«2 


= 


21 


■н 


к~ 


*хУ 






»2 








«2 


т= 


-2 
•2 

2г, 


у 



или 

(18) 

при чемъ посл'Ьднее выражен1е для квадрата хорды 8^ точно до членовъ 
второго порядка включительно. 

Такимъ образомъ мы другимъ путемъ пришли къ выводу уравнен1Я 
(18), которое служить однимъ изъ главныхъ уравнен1й въ вопрос* о числ* 
возможныхъ р'Ьшен1й задачи о вычислен1и параболическихъ орбитъ по 
способу Ольберса. Въ своемъ изсл'Ьдован1и Орро12ег ограничивается ма- 
лыми величинами второго порядка, а потому съ тою же степенью точности 
опред-бляеть т| изъ уравнен1я (17) или изъ уравнен1я 

^-^ (19) 

которое получится изъ уравнен1я (17). если мы въ немъ ограничимся ма- 
лыми величинами перваго порядка относительно эксцентриситета земной 
орбиты. Мы же не можемъ въ уравнен1и (13) зам-Ьнить х\ его значенгемъ 
изъ уравнен1я (17) или изъ уравнен1я (19), не уменьшивъ степени точ- 
ности уравнешя (13). Въ самомъ д^^л1\ уравнен1е (13) точно до членовъ 
третьяго порядка включительно, а т?, опред'Ьленное изъ уравнен1я (17) 
или изъ уравнен1Я (19) точно только до членовъ второго порядка вклю- 
чительно. 

Если мы положимъ 

А 

— = а, 

9 

то можемъ написать разрешающее уравнен1е (13) въ вид'Ь 

*2 



(«2 р2 _ 2ар1 С05 ср + 1) ]/а\ рт — 2&^ р^ + ^1 = - -^ ' (20) 

которое точно до величинъ перваго порядка включительно, такъ какъ мы 

об* части уравнен1я разд'Ьлили на ^^.^ц^лую величину второго порядка. 
Приводя уравнен1е (20) къ рацюнальному виду, получимъ 
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(«2 р'^ - 2ар, сов ср + 1)2 («Г р! — 26, р, + с?) = Д • (21) 

Уравнеше (21) не имЬеть д*йствительныхъ корней, чуждыхъ урав- 
нен1ю (20), въ чемъ мы уже убедились раньше, такъ какъ уравнешя (20) 
и (21) получаются соответственно изъ уравнен1й (7) и (12) подстановкой 
вм-Ьсто 8 и А ихъ значенШ въ функц1и р^ . 



0'\д'\\\7.е6 Ьу 



Соо^к 



II. 

Опред'Ьлен1е по способу Оппольцера числа положительныхъ корней 
разр-Ьшающаго уравнен1я для вычислен1я геоцентрическаго раз- 

СТ0ЯН1Я кометы. 

Уравнен1е (21), служащее для опред'Ьленгя главнаго неизв'Ьстнаго 
задачи о вычислен1и параболическихъ орбип>, есть уравненге шестой сте- 
пени, а потому оно им'Ьетъ, вообще говоря, тесть корней. Для р-Ьшенхя 
вопроса о числ* д'Ьйствительныхъ корней уравнен1я (21), будемъ разсма- 
тривать два уравнен1я 

у = (а2 р! — 2а?1 ео5 ср + 1 )2 (а? ру — 2&, р^ + с!), (22) 



Если р1 и 2/ мы будемъ разсматривать какъ прямоугодьныя координаты 
точки, то уравненте (22) представить собою плоскую кривую линш ше- 
стого порядка, а уравненге (23) представип» прямую, параллельную оси 

г* 
абсциссъ р| и отстоящую отъ посл'Ьдней на разстоян1и — ^- Очевидно, 

что абсциссы точекъ перес^чешя кривой (22) съ прямой (23) будутъ 
корнями уравнен1я (21). 

Найдемъ теперь тах1та и пи'пхта функщи у, определяемой уравне- 
Н1вмъ (22). Для этого приравняемъ нулю производную отъ правой части 
уравнешя (22), тогда получимъ 

2 (а2 р, — а С05 ср) (а^ р^ - 2ар1 соз^-^-!) {а1 р! — 2Ьу рх+с!) + 
+ (а? р!— 2ар, С08 ср-|-1)2 (а^ рх -Ъ^) = 0; 
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зам-Ьтимъ, что трехчленъ а^р1 — 2ар1С05(р+1 не можетъ обратиться въ нуль 
при действительны хъ значешяхъ р1 и при ±со8^^С1, а потому, разд*- 
ливъ об* части предыдущаго уравнен1я на трехчленъ а^ р1—2ар^со8^-\-1, 
получимъ следующее уравнен1е третьей степени: 

2(а2р^— асо5(р)(а|р^— 2Ь1р1+^') + (а^р? — 2ар1С0б-(р4-0(«1р1— '^1)=^- ('^^) 

Такъ какъ при р] = 1Ьоо ордината г/=-|-оо, то кривая, выражаемая 
уравнен! емъ (22), лежитъ ц^ликомъ по одну сторону отъ оси абсциссъ въ 
направленш положительной оси ординатъ. Если кубическое уравненхе (24) 
имЬетъ три дМствительныхъ корня, то кривая (22) им^етъ одинъ шаххтиш, 
расположенный между двумя т1п1та; если же уравненге (24) им*етъ только 
одинъ действительный корень, то кривая (22) им-Ьеть только одинъ т1П1- 
тит безъ тах1тит. 




Чертежь даетъ некоторое понятхе о кривой (22) АВ, если уравнен1е 

(24) им*етъ три д-Ьйствительныхъ корня. При этомъ сл^дуерь обратить 

особенное вниман1е на точку -Б, положен1е которой, какъ мы покажемъ 

ниже, остается неизм'Ьннымъ для всЬхъ возможныхъ кривыхъ (22). На 

чертеж* прямая СВ представляетъ прямую (23), если разстояше ея отъ 

х-» 
оси р1 равно — ^^- При выше указанныхъ услов1яхъ кривая (22) и прямая 

(23) не могутъ им^ть бол-Ье четырехъ точекъ перес'Ьчен1я; поэтому урав- 
нен1е шестой степени (21) им-Ьотъ не бол-Ье четырехъ действительныхъ 
корней и не мен^е двухъ мнимыхъ корней. Если уравнен1е (24) им4етъ 
только одинъ действительный корень, то кривая (22) имеетъ одинъ т!- 
птит безъ шах1тит и тогда уравненте (21) будетъ им*ть два дййстви- 
тельныхъ корня; но при Р1=0 ордината точки Е кривой АВ постоянна 
и равна С1, что весьма близко къ 2, такъ какъ всдедств1е малаго эксцен- 

х* 
триситета земной орбиты Вх и В^ мало отличаются отъ единицы, а ^ 

весьма близко къ 
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првдыдущ1й результатъ мы получимъ, если вт» выражен1е для 

А 

нодставимъ значенхе Тг изъ уравнеи1я (17), или же, полагая Е2=1 на 
основан1и выше сказаннаго, найдеыъ, что 



2д* 

мало отличается отъ 8. А потому заключаемъ, что въ случа* двухъ д'Ьй- 
ствительныхъ корней уравнен1я (21) одинъ изъ нихъ будетъ отрицатель- 
нымъ, т. е. не сооиз'Ьтствующимъ задач-Ь, другой же корень будетъ поло- 
жителенъ; следовательно въ этомъ случа'Ь задача о вычислен1и параболи- 
ческой орбиты будетъ р-Ьшаться однозначно. Если же уравнеше (24) 
им4етъ три д-Ьйствительныхъ корня, которые обозначимъ черезъ р!, р'/ и 
рГ', то кривая (22) съ прямой (23) можетъ нерес^каться или въ двухъ, 
или въ четырехъ точкахъ. Въ первомъ случа* уравненхе (21) будетъ 
им'^ть одинъ иоложительный и одинъ отрицательный корень, во второмъ 
случа* уравнен1е (21) будетъ им-Ьть или три положительныхъ корня и 
одинъ отрицательный, или три отрицательныхъ корня и одинъ иоложи- 
тельный. Если кривая (22) пересекается съ прямой (23) въ четырехъ 
точкахъ, то должны выполняться следующхя неравенства: 

(а2р? - 2ар; С08 ср + 1)2(а! р?- 2Ъ, р{ + с()< ^ , 

(а^р'Г - 2арГ С08^+ 1)2(а?рГ - 26, рГ' +с!)> ^, » (25) 

(ауГ-2арГс..9+1)Ча!рГ-2Ь1рГ'ЧФ<^, • 

Итакъ, предыдущее изследован1е показало, что уравнеше (21) мо- 
жетъ им^ть или одинъ или три положительныхъ корня. Въ дальн-Ьйшемъ 
мы будемъ разсматривать только важный въ практическомъ отношен1И 
случай, когда уравненхе (21) им-Ьетъ три положительныхъ корня. Въ этомъ 
последнемъ случа*, какъ видно изъ чертежа, р7 и р?' непременно должны 
быть положительны, если предположимъ, что 

Р1 < Р1 < р1 . 
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Кром* того въ этомъ случа-Ь вполн* достаточно выполненхя двухъ посл-Ьд- 
нихъ неравенствъ (25). На осяован1и предыдущаго задача сводится къ 
р*шенш кубическаго уравнвн1я (24), которое можно написать въ форм-Ь 

рЗ + ^1р2 + А2Рх + ^3 = 0, (26) 

гд* 

. _ 5 &! 4 С05ср 



2 с\ Ъ^соз^ 1 

■■^ а? а "^Зс 

&! 2 е\ со8^ 



^^=3-^ + ^^?^ + За^ (^^> 



Лч = 



За^а? 3 «1 а 
Полагая въ уравнен1и (26) 



(28) 



5* = 27^?"" "з'^^^^+^з» 

мы приведемъ кубическое уравнен1е (26) къ нормальному виду 

х^ — рх -\- ^ = О, 

Чтобы три корня для Ху а следовательно и для р| , посл^дняго кубиче- 
скаго уравяен1я были д'Ьйствительны, необходимо, чтобы р было положи- 
тельно и 

д2 рВ 



Если мы положимъ 



4 "^ 27 ■ 



г2 ^ -—2?, 8гп За> = -^ 

3 7^ 



при чемъ г всегда положительно, Зо) им^етъ знакъ д и лежитъ въ первой 
четверти (о)<30^), то три корня уравнен1я (26) можемъ написать такъ: 

о?! = —г $гп (60*^+ (О ), Х2 = г згп о), жз = г зт (60^ — о)), (30) 

при чемъ 

Д?! < ^2 <С Л^З • 
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На основан1и предыдущаго находимъ 

(>1 = — г8гп (60®+ (о) — -- ^1 , 

«5 
р7= г5ша)— — ^1, (31) 

рУ'= г згп т^ — О)) - -- ^1 . 
о 

Для существован1я трехъ положительныхъ корней уравнен1я (21) необ- 
ходимо, чтобы р7 и р7' были положительны. 

Резюмируя все предыдущее, мы можемъ установить сл'Ьдующ1е кри- 
тер1и для того, чтобы уравнен1е (21) им*ло три положительныхъ корня: 
р должно быть положительно и 4д<;^'^, г>0, Зо) должно им-Ьть знакъ ^ 
и быть меньше 90^, р7 и р'" должны быть положительны и, кром* того, 
должны удовлетворяться два посл*днихъ неравенства (25). 

Чтобы пояснить предыдущ1я теоретическ1я изсл*дован1я, приведемъ 
вкратц-Ь выписленте элементовъ параболической орбиты кометы Крульса 
по сл-Ьдующимь даннымъ: 

СРЕДН. ВЕРлинск. ВРЕМЯ. X ^ Ь 1д В 

1882 Сент. 18.04782 172046'57".6 — 1<>37'14^6 175^27' 4".9 0.001827 

19.03886 171® 5'47^9 — 3<*23'2б".1 17б025'12".7 0.001706 

20.03157 169054'29М — 4Ч8'20".3 177®23'28М 0.001583 

Изъ статьи Оипольцера въ ВхЬгип^зЪепсЬк» йег ка18. Акай. 1882, 
стр. 886, выписыйаемъ 

1од М = 0.022803, 

а = 267^22'22".0 1од згп ^^ = 8.736093 

1од д = 8.53 1 373 1од со^ ^^ = 9.999355 

Я= 125052'49''.6 1од в'гп фз = 9.188835 

1одсо8^ = 9.885777 1одсо8 ^]^з = 9.994756 

1од згп С = 9„ . 805885 1од згп ^ = 9.902454 

го5^А = 8.972331 1одсо8^ =9„. 779275 

Произведя дальн'Ьйш1Я вычислен1я съ предыдущими данными, мы по- 
лучимъ три положительныхъ корпя, удовлетворяющихъ систем* уравнен1й 
<1), а именно: 
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1-й корень. 


2-й корень. 


3-й корень 


%Р1 


9.548488 


9,869946 


0.032510 


1од?з 


9.57129] 


9,892749 


0.055313 


1одг1 


9.813878 


9.426780 


8.967674 


1одг^ 


9.804879 


9,417259 


9.325808 



Чтобы узнать, какой изъ этихь трехъ корней соотвЬтствуетъ истинной 
орби!'* кометы, мы вычислимъ три системы элементовъ орбитъ, соотв-Ьт- 
ствующихъ этимъ корнямъ, тогда, удерживая обычныя обозначен1я элемен- 
товъ, получимъ 





1. 


2. 


3. 


Т 1882 сент. 


28.18658 


19.72362 


17.12868 


я 


25<>20'41".5 


21021'31^0 


6446' 5''. 5 


12 


174ЧГ42^4 


175Ч8'34".8 


347«57'48''.3 


г 


21045'46''.9 


30Ч8'42''.5 


142056'18".9 


1ода 


9.787160 


9.416916 


8.110866 



1. 


2 


3. 


— 12'32".4 


— 9'38".1 


~1'27".0 


— 7'56".6 


—6' 6".3 


— 59". 1 



Предыдущ1е элементы представляютъ среднее м1^сто кометы (въ смысл-Ь: 
наблюдете— вычислен1е) сл-Ьдующимь образомъ: 



Л\ 



Изъ этого заключаемь, что трет1й корень соотв'Ьтствуе1'ъ истинной 
орбигЬ кометы. 

Прим'Ьнимъ теперь выведенные нами выше критер1и для существо- 
ван1я трехъ положительныхъ корней уравнен1я (21). Въ этомъ случа* 

Ход а=0.4409, 1од со8 ^1=9.9994, 1од со8 ^з=9.9948, 1од С08 (р=9„ . 7793, 
1од а?=0.3244, 1од Ь|=0.31 1 3, 1од с?=0.3044. 

По этимъ даннымъ легко находимъ 

^1 = — 1.3267, ^2 = + 0.2575, ^з = + 0.0963, 
2; =-[- 0.3293, д = 4- 0.0372. 1одг= 9.8213, 
(О = 10^25, р; = — 0.1813, р7= + 0.5602, рГ= + 0.9700, 
(а» рГ2-2арГ С08 ср -{-^)2(а^р'!^-^2Ь^ рГ+ с?)= + 10.57, 

(а2рГ2_2арУ'ео5(р+1)2(а2рГ2__2Ь1рГ+с?) = +3.726. 
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Итакъ, всЬ условхя для существовашя трехъ положительныхъ корней 
уравнен1я (21) удовлетворяются. 

Теперь можно указать пред-Ьлы трехъ иоложительныхъ корней урав- 
нен1я (21), а именно: наименьш1й изъ трехъ положительныхъ корней 
уравнения (21) будетъ заключаться между О и рТ, средшй—между р? и 
рГ и, наконецъ, наибольш1й корень будетъ заключаться между р7' и +оо. 
Если кубическое уравнен1е (24) будетъ им-Ьть только одинъ положительный 
корень рь то уравнен1е (21) будетъ им-Ьть также только одинъ положи- 
тельный корень, заключающ1йся между р1 и + оо. 

На основан1и предыдущаго изсл4дован1я мы приходимъ къ следую- 
щему заключешю: 

При вычисленхи параболической орбиты кометы необходимо изсл*- 
довать выше указаннымъ способомъ вопросъ, определяется ли орбита ко- 
меты многозначно или однозначно; загЬмъ надо найти въ томъ или дру- 
гомъ случае пределы положительныхъ корней уравнения (21) и решать 
уравнеше Эйлера совместно съ первыми тремя уравнен1ями (1) по спо- 
собу, предложенному Энке. Если же указанное изследованхе не произве- 
дено, то нельзя быть увереннымъ въ томъ, что вычисленная орбита есть 
истинная орбита кометы. 
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III. 
Изсл'Ьдован1я Л. Пикара, 

Пуанкаре, въ предислов1и къ лекд1ямъ Тиссерана ') объ оцред^ленхи 
орбип», говорипэ, что задача о вычисленхи параболическихъ орбитъ мо- 
жетъ быть приведена къ р'Ьшен1ю уравнен1я первой степени. Пикаръ, 
опираясь на изсл'Ьдованхя Лапласа о вычислен1и орби'г-ъ, просто р'Ьшаетъ 
задачу, о которой говорить Пуанкаре ^). Мы изложимъ вкратц* изсд-Ьдо- 
ван1я Пикара; при этомъ мы воспользуемся только идеей изсл'1^дован1й 
Пикара, но удержимъ уже введенныя нами раньше обозначен1я. 

Какъ изв'Ьстно, задача о вычислен1и орбиты св-Ьткла безъ всякаго 
ограничения относительно эксцентриситета, приводить между прочимь къ 
следующему важному уравнен1Ю ^): 

которое точно до членовь четвертаго порядка включительно. Кром* того 
при услов1и, что комета движется по парабол*, мы будемь им^ть урав- 
неше (18), подставивъ въ которое значен1е я^ изь уравненхя (14), по- 
лучимь 

(А?2 — д С08 ф)^-|- ^зт^Ф == г ~ ' 
которое точно до членовь второго порядка включительно. 



*) Ье(?оп8 зиг 1а с1ё1;егт1папиоп (1о8 огЬиез. р. VI. 
*) ВиИеип А8<;гоп. Тоте XVI.— ХоусшЪгр 1899. 
') Орро12ег. ЬеЬгЬисЬ. В(1. I. р. 861. 



0'\д'\\\7.е6 Ьу 



Соо^к 



— 23 — 
Напишемъ предыдущее уравнен1е сл-Ьдующимъ образомъ: 

А2 р2 _ 2кдр2 со8^+д^= -^- (33) 

Если мы зам-Ьтимъ, что 

г2 = (р2 — 722 сов ^2^ + Щ 8гп^ Ь ^ )» (34) 

то придемъ къ заключен1ю, что уравнен1е (32) будетъ восьмой степени, 
а уравнен1е (33) — шестой степени относительно р2 . Два уравнения (32) и 
(33) должны имйть общ1й корень. Этотъ корень мы найдемъ, р-Ьшивъ 
уравненхе, которое мы получимъ, когда приравняемъ нулю общаго наи- 
большаго д^Ьлителя уравнешй (32) и (33). Путь этотъ былъ указанъ еще 
Лапласомъ (М(^сап1дие сё]е8^е, Ыуге II, § 34). Лапласъ говорить: „81 1'ип 
й'еих (ип йез ^1ётеп!:8 йе ]'огЫ1е) ё1а1Ч йоппё, оп аигаИ ипе попуеНе ёдпа- 
Моп, аи тоуеп йе 1адие11е оп роиггаИ; с1ё1егга1пег р; се^е ё^иа1^оп аига11 
ип с11У18еиг соттип ауес Гёдиаиоп (4) йи м^З!, е!, еп сЬегсЬап^ се Шуь 
зеиг раг 1е8 пюШойез огсИпаагеа, оп рагуаепйгахЬ а ипе ё^иа1^оп йи рге- 
1п1ег йе^гё еп р; оп аигаИ, йе р]и8, ипе (^^иаиоп йе сопйИ^хоп еп1ге 1е8 
йопп6е8 йез оЬзегуаиопз, е1 сеЫе ёдиаиоп 8ега11; се11е ди! йо11 ауо1г Ней 
роиг дне Гб1ётеп1^ йоппё ри189е арраг(;еп1г а ГогЬНе йе 1а сотё1е". 

Сл'Ьдовательно вопросъ сводится къ разыскан 1Ю общаго наибольшаго 
д'Ьлителя многочленовъ восьмой и шестой степени. Чтобы по возможности 
упростить эту задачу, преобразуемъ уравнен1я (32), (33) и (34), вводя со- 
гласно Оппольцеру сл-Ьдующая обозначен1я: 



т.тз^г 1 _ р2 _ 
2 К В*- *"' В, - '' 


В,-'' 




9 






тогда получимъ 






г=т(1-1), 




(35) 


цч г'^ .- 2аг сое <р -|- 1 = 


2д^В2К 


(36) 


Х^ = г^--2гсо8<!^2-\-1- 




(37) 



Уможимъ теперь об-Ь части уравненгя (35) на Х^, тогда получимъ 

{г — т){г^ — 2гсо8^2 + ^) = — — ; (Щ 



*) Входящ1я зд1^сь буквы им'Ьютъ значоню такое же, какъ н у Опполь- 
цера (ЬеЬгЪисЬЧ 
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уравнеше (38) им-Ьетъ действительные корни тЬ же, что и уравненхе (35), 
такъ какъ \^ по (37) не можетъ обратиться въ нуль ни для какихъ д-Ьй- 
ствнтельныхъ значен1й г. Подставляя вм-Ьсто А его значен1е изъ уравнен1я 
(36), получимъ 

2а^ -К? ш 
{г— ш) (2г2— 2гсо8 ^2 + 1) == 2 ' (^^ ^^ — "^^^ ^^^ Т + 1)» 



или 



гд* 



г^-\'1^г^+т^г+щ= О, (39) 



2д^Е2 



/] = — -^ а^ ш — т — 2 €08^2^ 

, , ^ 4:0^ Е»т 

Ш1 = 2711 С08 ^2+1 ' — 2^ — ^ ^08 Ср, 



2д^ Е. т 



Уравнен1е же (36) мы можемъ привести къ виду 

(а^ я2_ 2а2г С08 (р + 1)* (^^ — 2^ ^08 фг + ^ ) 



или 



гд* 



г^ ^^Ь^г^^ М^ г^ + -^1 ^® + Л -з^^ + «1 ^ + «^^ = О, (40) 



С08 Ф 2 

1/-,= 1+8 -^^сов<1;2+^(1 + 2со52(р), 



^■.=-[^ 



л'. = -<Р^''»»'И- .. 0+2"»Ч) . 



совфг 



8 2 1 

л = ^ С05(р С08'^2 + ^ ^ ' +2 €08^<р}^- ^ . 

Вм4сто того, чтобы разыскивать общ1й корень уравнен1й (35) и (36), 
проще разыскать общ1й корень уравнен1Й (39) и (40), такъ какъ этотъ 
общхй корень принадлежитъ об^имъ парамъ уравнен1й. Д*ля лЬвувд часть 
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уравнен1я (40) на л-Ьвую часть уравнен1я (39), получимъ въ остатк* много- 

членъ второй степени относительно г\ д4ля же л-Ьвую часть уравнения 

(39) на полученный остатокъ, получимъ въ остатк* многочленъ первой 

степени относительно г\ приравнявъ посл*дн1Й остатокъ нулю и р-Ьшивъ 

полученное уравнен1е, найдемъ искомое г. Прод'Ьлавъ все сказанное и 

положивъ 

гг == Л/, — Ш| — /, {Ь^ — ?|), 

V ^Л^1 — п^ — Шх {Ь\ — ^1) — 1\ п, 

получимъ посл-Ь перваго дйлешя остатокъ 

гд* 

р = Р^ — Пх (Ьх — 1х) — Шхи — ^xV, 
р^=^x — п^и — 'т^V, 
рв = 81 — Пх V. 

Произведя второе д'Ьленге и приравнявъ полученный остатокъ нулю^ 
найдемъ ^ ^ 

г]^^ — 8—{1х — а)а\ = 8 {1х — д) — щ, 

откуда находимъ 

.= ^(^.-^)-». . (41) 

шx—8—(^^—^)^ 

Методъ этотъ не оставляетъ желать ничего лучшаго въ теоретиче- 
скомъ отношении, но при этомъ могутъ представиться несколько частныхъ 
случаевъ, на которые необходимо зд4сь указать. 

Въ уравнении (41) г можетъ принять значеше — > тогда уравнешя 

(39) и (40) будутъ им'Ьть общимъ наибольшимъ д4лителемъ 

а общ1е корни этихъ двухъ уравненгй найдемъ, р^шивъ уравнеше 

2^ -\- дг -}- 8 = О, 

при чемъ мы получимъ, вообще говоря, два корня, следовательно въ этомъ 
случае уравнения (39) и (40) будутъ им4ть два общихъ корня. Если оба 
эти корня положительны, четвертое наблюден1е можетъ р-Ьшить вопросъ 
о томъ. какой изъ этихъ корней соотв1^тствуетъ д^Ьйствительной орбитЬ. 
Если же и остатокъ посл'Ь перваго д^ленгя обращается тождественно въ 
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нуль, то уравнешя (35) н (36) им^ють три общихъ корня: это произойдетъ 

при уСЛ0В1ЯХЪ 

р = о, р^ = о, р8 = о, 

а потому между данными на6люден1й будутъ существовать три соотно- 
шешя. Если эти три общихъ корня уравнен1й (35) и (36) или уравнешй 
(39) и (40) будутъ положительны, то сл-Ьдуетъ непосредственно решить 
уравнен1е (39) и при помощи четвертаго наблюден1я выбрать одинъ изъ 
этихъ трехъ корней. 

Цояснимъ теперь иредыдущ1я теоретическ1я соображен1я на част- 
номъ пример*. Для этого возьмемъ тЬ же три наблюдешя кометы Крульса, 
который мы полагали въ основан1е вычислен1й предыдущей главы. Со- 
гласно съ Н. Герцомъ ') им'Ьемъ 

1од — = 2„ . 45202 

и кром4 того находи мъ 

/о^гсо^ 4^2 = 9-99737. 

Пользуясь пятизначными логариемами сложешя и вычитангя, находимъ 

1од1^ = 0... 30057, 
1одт^= 9 . 99437, 
1одп^ = 7 . 24860, 
1одЬ^= 0„. 04915, 1од и = 9 . 69031—10, 

1одМ^= 9„. 44243 — 10, 1од ?; = 9 . 30062-10, 

^одN^ = 8 . 94980—10, 1од р = 9 . 18984 — 10, 

1одР^ = 9 . 38208-10, 1одрд= 9„. 07481— 10, 

%д, = 8 . 89932 — 10, 1одр8= 8^.71342—10, 

1од8^ = 8„. 71044 — 10, 1од ^ = 9„. 88507— 10, 

1од8 = 9„. 52358— 10. 
Вычисляя съ этими данными г изъ уравнен1я (41), находимъ 



') N. Негх. СеЪег (11е Мо^ИсЬкеК;... (8112ип^8Ъег. (1ег ка1з. Акас1. ^ог \У1з- 
8еп8сЬ. 1882, стр. 1131). 
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1од 5(г1 — з) — пЛ = 9.61 174, 
' 1од т\ — 5 — (?1 - ^)^ = 9.57597, 
1одг = ОтЫ1, 
г =1.0859; 

найденное значен1е весьма близко къ значешю 2г= 1.098, найденному 
Н. Герцомъ ^). А такъ какъ, кром'Ь того, найденный общ1й корень урав- 
нен1й (39) и (40; весьма близокъ къ наибольшему изъ трехъ корней урав- 
нешя (21), найденныхъ въ предыдущей глав*, то наибольш1Й изъ корней 
уравнен1я (21) соотв^тствуеть истинной орбигЬ кометы, а два друпе по- 
ложительные корня суть корни посторонн1в для данной задачи. Надо 
обратить вниман1е зд-Ьсь еще на следующее обстоятельство: когда мы 

подставимъ 

г= 1.0859 

въ трехчленъ 

то получимъ 

1од (г^ -^ ^г -\- $) = 8.07291 — 10 
и 

1одр {г^ [~^г-\-8) = 7.26275—10. 

Изъ предыдущаго мы заключаемъ, что первый остатокъ отъ д-Ьленхя 
л'Ьвой части уравнен1я (40) на л'Ьвую часть уравнен1Я (39) есть малая 
величина. Это произошло какъ потому, что корень уравнен1я (41) весьма 
близокъ къ положительному корню трехчлена (второй корень трехчлена 
отрицательный, ибо .9<С0) 

г^ + дг + 8, 

такъ и потому, что р малая величина. Въ виду этого лучше всего изсл-Ь- 
довать непосредственно кубическое уравнен1е (39). Это кубическое урав- 
нен1е им'Ьетъ два положительныхъ корня между продолами 0.9 и 1.0 и 
между 1.0 и 1.1. Вычисляя по способу Ньютона приближенныя значешя 
этихъ корней, найдемъ 0.9049 и 1.097. Первый корень ^=0.9049, будучи 
подставленъ соответственно въ уравнения (39) и (40), дасгь 4-0.00003 и 
— 0.03228, а потому заключаемъ, что г = 0.9049 не есть общ1й корень 



*) См. тамъ же ИеЬег (Не Мб^ИсЬке!!.. 
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уравнешй (39) и (40). Второй корень <2г= 1.097 близокъ къ найденному 

уже раньше корню 1.0859, но точнЪе посл'Ьдняго, такъ какъ подстановка 

г =1.097 соотв4тственно въ уравнешя (39) и (40) даетъ +0.00056 и 

-[-0.00598, подстановка же г= 1.0859 въ т* же уравнен1я даетъ —0.0017 

и +0.014. Изъ этого заключаемъ, что общ1й корень уравнешй (39) и 

(40) есть 

г= 1.097. 
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IV. 
ОбобщбН1б метода Лежандра. 

Црим'Ьнимъ теаерь къ изсл'Ьдован1ю уравнвп1я (20) методъ Лежандра, 

указанный имъ лишь весьма кратко на стр. 20 его сочинешя:^ КонуеПен 

тёЛойез роиг 1а (1ё1егт1па110п йез огЫЬез Дез сотё1е8**. ]1ля этого по- 

ложимъ 

г/2 = а?р?^2&1р1 + ст, (42) 

тогда уравнен1е (20) мы можемъ написать сл-Ьдующимъ образомъ: 

У {а- Р1 — 2ар1 ео5 ср + 1) = —^ • (43) 

5г2|/2 

Если въ уравнен1яхъ (42) и (43) мы будемъ разсматривать Р| и у 
какъ црямоугольныя Декартовы координаты точки, то каждое изъ преды- 
дущихъ уравнен1й представить на плоскости координатъ (р^, у) кривую, 
а число дййствительныхъ точекъ пересЬченгя этихъ кривыхъ дастъ намъ 
число д'Ьйствительныхъ корней уравнен1я (20). Изсл-Ьдуемъ теперь по- 
дробнее форму кривыхъ, выражаемыхъ уравнениями (42) и (43). Уравнеше 
(42) можно написать сл-Ьдующимъ образомъ: 

Подставивъ вм4сто а1, ^1 и Ь^ ихь значешя (II) въ двучленъ «161 — с?, 
нолучимъ 

«2 с? — й? = (1 + М^) (Ех + Е^) — (^г, сов ^1 + Жйз соз +з)^ 

или 

а( с? — 6? = ( 1 + М^) {Е1 згп^ ^1 + ^г^ зт^ фз) + 

+ (1 + М^)(Еиоз^1 + Ш соз^ фз) — 
— Кх соз''' ф, — 2МЕ1 Е^ СОЗ ^1 соз ^3 — ^^ Ш соз^ фз • 
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Поел* упрощен1й получимь 

а? С1 — Ы = (1 + Л/2) (Е1 ^•^п2 '^ ,+7г5 я'ш^ Ь)+(1^з С08 ^3 -МЕ^ сов ф,)2>0, 

а потому уравнен1е (44) выражаетъ гиперболу, действительная ось которой 
направлена параллельно оси у, а центръ ея лежитъ на оси р^; следова- 
тельно эта гипербола расположена симметрично относительно оси р1 . Ко- 
ординаты вершинъ гиперболы будутъ сл'Ьдующ1я: 



Координаты же точекъ первс4чешя гиперболы (42) съ осью у будутъ 

р, =0; г/ = =Ьс,. (46) 

Перейдемъ теперь къ изсл'Ьдован1ю формы кривой, выражаемой урав- 
нен1емъ (43). Для этой цйли мы напишемъ уравнен1е (43) въ сл-Ьдующей 
форм*: 

у Г(ар1— С05ф)2+ ^ш2(р1 = -^ ^-— . (47) 

Прежде всего изъ уравнешя (47) мы видимъ, что кривая, выражаемая 
этимъ уравненхемъ, расположена по одну сторону отъ оси р1 въ направ- 
лен1и положительной оси у и симметрична относительно прямой, парал- 
лельной оси у и находящейся отъ последней на разстояши 

Р' = -а ' 
поэтому, принимая эту прямую за новую ось у и полагая 

сов Ф 

мы приведемъ уравнен1е (47) къ виду 

') 
у (а« х^ + вггС- «) = '^;- - • (48) 

Изъ предыдущаго уравнен1я мы видимъ, что, вообще говоря, у не 
можетъ обратиться въ безконечность ни для какихъ д^йствительныхъ зна- 
чен1й X, который мы только и будемъ разсматривать, какъ соответствую- 
Щ1Я нашей задач* 1). Поэтому кривая (48) расположена на конечномъ 



•) Мы предполагаемъ, что. вообще говоря, вЬх^ не обращается въ нуль. 
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разстояши отъ оси ^^(р!). Когда а:==0, а следовательно 

С08Ф 

то у будетъ тах1тиш, а именно 

т» 

При д; = ± оо, а сл-Ьдовательно и ири р^ = гЬ оо 

У = О, 

а потому ось х{^{) служить асимптотой кривой, выражаемой уравне- 
Н1емъ (48). 

При Р1 = О изъ уравнен1я (47) находимъ 



У = 



т? 



д^^2 



это есть отр'Ьзокъ, отсекаемый кривой (47) на прежней оси у, Найдемъ 
теперь точки перегиба кривой (48). Какъ известно для этой ц-Ьли мы 
должны изъ уравнен1я (48) найти вторую производную отъ у по х, при- 
равнять ее нулю и решить относительно х полученное уравнен1е. Изъ 
уравнен1я (48) легко находимъ 

„ __ 2т|а2 (а2а;2_|>^.2у^2^р)2 — 4а2а;2(а2л:2 _|_ ^^^^г ^р) ^ 



или 



или 



д^1/2 (а^ х^ -{- вгп^ (() 

^, 2т| а2 а2 гг2 -)- 8гп^ ^ — 4а2 х^ 

У ~~ ~ ^^/2 ~ (а2д;2-4- б*гп2^з ^ — ^' 

зги'^г^ — За2х2 = О, 



откуда находимъ 

Х = ±1 -^, 
а уз 

следовательно кривая (48) им^егь двЬ точки перегиба, симметрично рас- 
положенныя относительно новой оси у *). Интересно теперь изсл^довать, 



^) Кроме того вторал производная отъ у по х обращается еще въ нуль 
при о: = И: оо, что соотв'Ьтствуетъ у = 0. 
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какъ эти точки перегиба будутъ расположены относительно прежней 
оси у. Для этого зам4тимъ, что 

поэтому для точекъ перегиба будемъ им-Ьтб 

Р1=^ —-^ ±: — -1, (49) 

« я|/3 

а ордината точекъ перегиба будеп» 

_ 3^ т|_ 

Такъ какъ а всегда положительно, то знакъ р] будетъ зависЬть отъ 

знака двучлена 

. зт ср 

С08 ср ± ~г^- - 

Если об* точки перегиба кривой (47) лежать по одну сторону оси у въ 
направлен1и положительной оси р^ , то должны выполняться сл'Ьдующ1я 

неравенства: 

, згп Ф _ ^ 
сов Ф Н г? > О, 

^ ^^з 

8т Ф 
С08 (р .--Л > О, 

или 

изъ послЪднихъ неравенствъ находимъ 

(р<1200, 
<р<60"; 
посл'Ьдн1я два неравенства сводятся къ одному 

<Р < 60», 
при этоиъ надо помнить, что 

0<<р<180», 
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а потому всегда 

."ЦП ср > о. 

Если выполняются неравенства 



00^9+ - ._->0, 
1/3 

зт Ф 
сов 9 — -—„^ < о, 



илп 



, . 1 

^ ^ ^/з 

или 

ср<120«, 

Ф>6о^ 

то точки перегиба кривой (47) будутъ лежать по разныя стороны оси //, 
Если же 

I С08 Ср ^" < о, 

со1д^(<:— —> 

со1д ф < 
или 

Ф>6()^ 
пли 

Ф>1200, 

то об* точки перегиба кривой (47) будутъ лежать по одну сторону оси у 
въ направленш отрицательной оси р^. 

Для опред'Ьлен1я числа положительныхъ корней уравненхя (20), бу- 
демъ определять число точекъ пересЬченгя кривыхъ (44) и (47) въ пер- 

3 
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вомъ угл-Ь. Зам'Ьтимъ, что отр^зокъ с*] , отсекаемый гиперболой (44) на 

положительной оси у близокъ къ у 2, а отрйзокъ — ^>огс'Ькаемый кри- 

вой (47) на той же оси, близокъ къ 21/2, а потому кривая (47) пересЬ- 
каетъ ось у почти въ два раза дальше огь начала координа'1'ъ, ч-Ьмъ ги- 
пербола (44). Простое геометрическое построензе убфэждаетъ насъ, что, 
если абсцисса вершинъ гиперболы больше меньшей абсциссы одной изъ 
точекъ перегиба кривой (47) и меньше абсциссы другой точки перегиба, 
т. е. если выполняются неравенства 

^ < 4 < — --^ Л ' (50) 

« а»/3 «Т « ауз 

то кривыя (44) и (47) пересекаются только въ двухъ точкахь, изъ кото- 
рыхъ одна точка им-Ьеть положительную абсциссу, а другш! точка — отри- 
цательную абсциссу. Следовательно, если выполняются неравенства (50). 
то уравнен1е (20) им^етъ только одинъ положительный корень. Если лее 
неравенства (50) не выполняются, то, какъ легко видеть изъ геометри- 
ческаго построен1Я кривыхъ (44) и (47), эти кривыя пересекаются или 
въ одной, или въ трехъ точкахъ, абсциссы которыхъ положительны, а по- 
тому въ разсматриваемомъ случае уравненхе (20) имеетъ или одинъ, или 
три положительныхъ корня. Если обе точки перегиба кривой (47) лелсатъ 
въ первомъ угле, т. е., если 

О < Ф < 60*^ 



1*1 С08^ Ш1 ^ 

т. е., если вершина гиперболы имеетъ абсциссу, меньшую абсциссы более 
близкой къ оси у точки перегиба, то, въ случае трехъ положительныхъ 

корней, эти корни заключены въ промежутке отъ О до 1 '1.- 

Если же при 

0<9< 180*^ 



?>1 ^ сов ({' , вгп ф 

-ъ > г ^ ",-"' 

«1 « «1/3 

то, въ случае трехъ положительныхъ корней уравнен1Я (20 >, эти корни 

ео8 ф , в'т ф , ^ 

заключены въ промежутке отъ --\ _ до + оо. Если лее 
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60«<<р<1800 



/>1 ^. <^^^Т I ^"'Т 



то уравнен1е (20) будетъ им-Ьть только одинъ положительный корень. 
Изложенное обобщен1е метода Лежандра можеть служить дополнешемъ къ 
предыдущимъ изсл'Ьдован1ямъ; по этому методу мы можемъ определить 
весьма простыми вычислен1ями, будетъ ли уравнеше (20) им^ть только 
одинъ положительный корень, или же это уравнен1е можетъ им-Ьть одинъ 
или три положительныхъ корня. Въ посл'Ьднемъ случа'Ь необходимо про- 
извести изсл^дованхе задачи по способу Оппольцера или по способу Пн- 
кара. Что касается изсл-Ьдованхй самого Лежандра, то въ своемъ сочине- 
ши „КопусНой тёШойез... и т. д." на страниц* 20 онъ говорить: „...йопс 
ри18дие 1а ргет1^ге (ЬурегЬо1е) з'еЫ^пе а 1ЧпГ1а1 йе Гахе, 1апс118 ^ие 
Гаи1:ге (сигЬе 1го181ете огйге) з'еп гарргосЬе (1е р1и8 еп р1и8 «^ те8иге 
^ие ГаЬ8С188е еа! р1и8 ^гапйе, 11 в'епзш! ^ие 1е8 йеих соигЬе8 ангоп! пё- 
се88а1ге1пеп<; ипе ш1ег8есНои йап8 1е 8еп8 йе8 аЬ8С188е8 ровхМуез е<; п'еп 
аигоп! ^и'ипе. А1п81 1а п^зокйоп йе» ё^иаиоп8 (35) е1 (36) анга епсоге 
ГауапЬа^е й'е1ге 1ои|оиг8 ро881Ые е! (1е п'оГГг1г аисипе атЫё^иНё". Надо 
заметить, что уравнен1я (35) и (36) въ цитированномъ сочиненхи Лежандра 
отличаются только обозначен1ями отъ нашихъ уравненхй (42) и (43), а 
потому посл'Ьдн1я уравнен1я легко привести къ виду уравненШ Лежандра. 
Между т*мъ въ приведенной цитат1^ Лежандръ утверждаетъ, что кривыя, 
выражаемый этими уравнен1ями, всегда пересЬкаются только въ одной 
точк*, абсцисса которой положительна. Это заключен1е Лежандра противо- 
р-Ьчитъ не только предыдущимъ заключен1ямъ, выведеннымъ по методу 
Лежандра, но и выводамъ Оппольцера. Лежандръ упустилъ изъ виду, что 
предыдущ1я кривыя могутъ быть такъ расположены другъ относительно 
друга, что пересЬкутся въ трехъ точкахъ съ положительными абсциссами, 
а потому Лежандръ пришелъ къ неверному заключенхю, что задача о вы- 
числен1и парабол и ческихъ орбитъ всегда решается однозначно. 

Прим^нинъ теперь только что выведенные критер1и къ опред'Ьлен1ю 

числа положительныхъ р'Ьшен1й уравненхя (20) для выше приведенныхъ 

трехъ наблюденгй кометы Крульса. Для разсматриваемаго случая легко 

вычисляемъ 

9 = 126^98, 

а потому по предыдущему заключаемъ безъ всякихъ вычисленгй, что об* 
точки перегиба кривой (47) лежать во второмъ углЬ, сл1^довательно абсциссы 
этихъ точекъ отрицательны, т. е. 
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С08^ ^ шгф 
« а 1/3 



но такъ какъ по предыдущему Ь1>0, то 



а^/З 






а потому уравнен1в (20) им-Ьеть или одинъ, или три положительныхъ 

корня и эти корни заключены между ^-| ~ и 4-^ Для того, чтобы 

^ ауЗ 

окончательно р4шить вопросъ о числ* положительныхъ корней уравнен1я 

(20) необходимо воспользоваться способомъ Оппольцера, что и сделано 

уже въ глав* П-й. 



01д1112ес1 Ьу 



Соо^к 



V. 

Выводъ уравнен!» для опредЪлен1я истиннаго гелюцентрическаго 
разстоян1я кометы въ момент ъ второго наблюден1'я. 

Подставляя г изъ уравнен1я (35) въ уравнение (36), подучимъ 
,.„.. (I - у^-^^-г со.^ (1 - ^.) -Ы = ,^ Д 



^2 / 1\ т2 

ИЛИ 



(ат — 008 (р)2 4- 8}г1^(р ).^ — ^ к^ — 2аш (ат —со8 '^) /.З-}- а^ ?;?2 _ о (5 1 ) 

Полученное уравнен1е (51) обладаетъ замечательными свойствами, 
которыя мы теперь изсл'Ьдуемъ. 

Зам4чая, что 

{%ш - - С08 ^)^ + ь-т"^ (р > о. 

И применяя къ уравненгю (51) иравило Декарта, найдемъ, что какъ при 

1т(7.т — ео8^) >(», 
такъ и при 

о.т (а7п — С08 ф) < О 

въ л*вой части уравнен1я (51) будетъ дв4 перемены знаковъ, а потому 
заключаемъ, что уравнеше (51) им^еть или два положительныхъ корня, 
или же не им-Ьеть ни одного пололсительнаго корня. Если примемъ во 



01д1112ес1 Ьу 



Соо^к 



— 38 — 
вниман1е формулу (19), то найдемъ, что 

близко къ 2^2 ИЛИ къ 2, такъ какъ Е2 близко къ единиц*. 
Подставляя затЬмъ въ уравнен1е (51) 

А = 0, 1, +00, 
соответственно получимъ 

2дЧ12 



Такъ какъ 



аЪп^>0. я 1-.^^^<0, 



ТО въ каждомъ изъ промежутковъ Ои1и1и+оо зак-чючается нечетное 
число корней уравнеи1я (51), но, такъ какъ по правилу Декарта число 
положительныхъ корней уравнен1я (51) не бол-Ье двухъ, то въ каждомъ 
изъ предыдущихъ промежутковъ заключается по одному корню уравне- 
шя (51). 

Такъ какъ кром* того г, определяемое изъ уравкен1я (35), по смыслу 
задачи должно быть положительно, то при 

т <(> 

истинной орбигЬ кометы соотв*тствуетъ корень уравнен1я (51), находя- 

Щ1ЙСЯ между О и 1, а при 

т > О 

истинной орби1"Ь кометы соотв4тствуетъ корень уравнен1я (51), находя- 
Щ1ЙСЯ между 1 и -|-сзо. Вс* вышеизложенныя зам-Ьчательныя свойства 
уравнешя (51) привели насъ къ заключен1ю, что это уравнеше всегда 
им^отъ два положительныхъ корня, при чемъ по знаку т легко заклю- 
чить, какой изъ этихъ двухъ корней соотв-Ьтствуеть истинной орбигЬ ко- 
меты, а потому, въ случае трехъ положительныхъ корней уравнен1я (20), 
мы можемъ выбрать изъ нихъ корень, соответствуюлцй истинной орбите 
кометы, подставляя найденныя три значен1я а въ уравнеше (51); значенге 
>, лучше всего удовлетворяющее уравнен1ю (51), будетъ искомое. Приме - 
нимъ предыдущ1я соображен1я къ выбору изъ трехъ положительныхъ 
корней уравнен1Я (20), найденныхъ во второй главе при вычислеши 
орбиты кометы Крульса, одного корня, соответствующаго истинной орбит* 
кометы. Мы имеемъ 
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1до. = 0.44267; 1у т = 7,.. 54798 — 10, 1д ^^~ = 0.30268, 

1д 00,9 ср = 9„. 77927— 10, 1у аш = 7„.99065 - 10, 
1д Г(аж~ соб^(р)2+ 8т'^<Л = 9.99489- -10, 
/// 2аш (аш —сов ср) = 8п. 06382— 10, 
г^а2т2.= 5.98130 -10. 

Отбрасывая малыя величины перваго порядка, легко находпмъ: 

1 корень. II корень. III корень. 

1дк 9.80769—10, 9.42034-10, 9.18093—10. 

Подставивъ соотв1^тствующ1я значен1я корней вместо X въ уравнеше 
(51) и произведя вьпислен1е, получимъ въ лйвой части уравнен1я: 

I корень. II корень. III корень, 

—о. 14683 —0.0019 —О 00001 . 

На основан1И предыдущаго заключаемъ, что трет1й корень лучше 

двухъ другихъ удовлетворяетъ уравненш (51), а потому онъ соотв-Ьт- 

сгвуетъ истинной орбит1Ь кометы Крульса, корни же первый и второй 
соотв*тствуютъ орбитамъ, чулсдымъ нашей задач*. 
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Общее заключен1е. 

Если бы мы изъ четырехъ уравненхй (1) съ четырьмя неизвестными 
Р1, ^1» ^3 и 6* исключили три неизв'Ьстныхъ г,, гз и 5, то получили бы 
одно уравнеше съ однимъ неизвйстнымъ р1. Это уравнеше было бы очень 
высокой степени, а потому мы а рпоп можемъ заключить, что задача о 
вычисленш параболическихъ орбитъ, изъ услов1я которой выведено по- 
следнее уравнен1е, моасетъ допускать несколько р'Ьшен1Й. Вместо выше 
упомянутаго уравнен1я высокой степени, мы пользуемся при вычислеши 
положительныхъ корней системы уравнен1й (1) приближеннымъ уравне- 
н1емъ (20), точнымъ до величинъ перваго порядка включительно; при 
этомъ, пренебрегая малыми величинами выше перваго порядка, мы пони- 
зили степень разрешающего уравнен1я до шестой и этимъ упростили р*- 
шен1е задачи, такъ какъ корень, соответствующ1Й истинной орбит* ко- 
меты, сохранился въ уравнеши (20), некоторые же посторонше нашей 
задач* корни могли выпасть изъ разрешающего уравнен1я. Постараемся 
теперь выяснить причину, почему общая задача о вычислен1и орбитъ безъ 
ограниченгя относительно эксцентриситета допускаетъ не более двухъ ре- 
шен1й, а новая задача, получающаяся изъ предыдущей задачи добавле- 
н1емъ ограничен1я относительно эксцентриситета (е = 1), допускаеа'ъ одно 
или три решен1я. Казалось бы, что введенхе въ условхе задачи ограни- 
чен1я относительно эксцентриситета должно привести къ однозначному 
решен1Ю задачи. Для выяснен1я этого интереснаго обстоятельства заме- 
тимъ, что общая задача о вычислен1и орбитъ безъ огранпчен1я относи 
тельно эксцентриситета, приводится къ решен1ю системы следующихъ 
двухъ уравненШ съ двумя неизвестными '): 



') ТЬ. Орро12ег. ЬеЬгЪисЬ. Вс1. I, р. 362. 
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. = т(1-1). 

а2 = ^2 — 2Я С08 ^2 Ч" 1 ' 



изъ которыхъ первое точно до членовъ перваго порядка включительно. 
Въ задач* же о вычислен1и параболическихъ орбитъ первое изъ пре- 
дыдущихъ уравнен1й заменяется по Оппольцеру уравненгемъ 

которое точно до величинъ перваго порядка исключительно. Мы же за- 
менили уравненге общей задачи 

г=:ш(1-1) 

уравненгемъ 

^= - ^^-; 

подставивъ значение *• изъ уравнен1й (1) въ предыдущее уравнеше, по- 
лучимъ уравнен1е 



1/(Лр1 — 9 <^08 ср)2 4- у^ шь^ 9 = — - V ' 

которое точно до членовъ второго порядка включительно. Уравнен1е же 
общей задачи 

V' = ^2 — 2г С08 ^2 + 1 

мы заменили уравненгемъ 



которое точно до членовъ перваго порядка включительно. Полученная 
нами система уравнепхй точн4е системы уравнен1й Оппольцера, но, какъ 
показало предыдущее изсл4дован1е, число положительныхъ корней въ об-Ьихъ 
системахъ одинаково. Этого, конечно, и сл-Ьдовало ожидать, такъ какъ, уве- 
личивая точность разр-Ьшающаго уравнен1я, мы не изменили его степени. 
Разрешающее уравнеше восьмой степени общей задачи о вычисленш ор- 
битъ, какъ известно, имеетъ не более трехъ положительныхъ корней, изъ 
которыхъ одинъ корень соотвЬтствуеи'ъ земной орбиа^е, такъ какъ всемъ 
услов1ямъ задачи при известныхъ услов1Яхъ удовлетворяетъ движен1е 
земли, а потому общая задача допускаетъ не более двухъ решешй. Когда 
мы ввели въ главе У-ой въ общую задачу о вычисленхи орбитъ условхе, 
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что св'Ьтило движется по парабол*, то мы получили разрешающее урав- 
нен1е (51), которое им^еть только одинъ положительный корень, удовле- 
творяющ1й задач*, а это заключенге вполн* согласно съ тЬмъ, чего мы 
могли ожидать, вводя ограниченхе относительно эксцентриситета въ общую 
задачу о вычислен1и орбитъ. Остается теперь выяснить, почему при р*- 
шеши задачи по способу Ольберса мы получаемъ иногда три орбиты, 
удовлетворящихъ задачЬ. Причина этого обстоятельства, какъ намъ кажется, 
заключается въ томъ, что въ способ* Ольберса мы приходимъ къ р'Ьшен1ю 
задачи совершенно инымъ путемъ, ч-Ьмъ въ общей задач* о вычислен!)! 
орбитъ. Въ способ* Ольберса мы пользуемся уравненхемъ Эйлера и н*гь 
основан1й предпола]гать, что при такомъ способ* р*шешя задачи разр*- 
шающее уравнен1е частной задачи будетъ им*ть не бол*е двухъ положи- 
тельныхъ корней, удовлетворяющихъ задач*. Если бы при р*гаен1и общей 
задачи мы могли пользоваться уравненгемъ Ламберта, то разр*шающее урав- 
неше, полученное при этомъ услов1и, им*ло бы нав*рное не мен*е корней, 
удовлетворяющихъ задач*, ч*мъ разр*шающее уравнепге частной задачи 
о вычислен1и параболическихъ орбитъ. Тогда, д*йствительно, мы им*ли 
бы полную аналопю въ р*шен1И общей и частной задачъ. Но, такъ какъ 
при р*шен1и общей задачи мы не пользуемся уравненхемъ Ламберта, то 
н*тъ ничего удивительнаго въ томъ, что частная задача им*етъ больше 
р*шен1й, ч*мъ общая. Выше изложенный изсл*дован1я приводятъ насъ 
къ заключенш, что три р*шешя, получающ1Яся иногда при вычпслен1и 
параболическихъ орбитъ по способу Ольберса, суть сл*дств1я аналитиче- 
скихъ свойствъ основныхъ уравнен1й способа Ольберса. 
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